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Отчет 71 с., 26 рис., 8 табл., 82 источника 
Объект исследования или разработки: вероятностная модель строительной 
конструкции.  
Цель работы – разработка новых методов и алгоритмов оценки надежности 
строительных конструкций на основе статистического моделирования. 
При проведении исследований использовались следующие методы и 
методологии: теории вероятности и математической статистики; вычислительной 
математики; численных методов; нечеткой логики. 
В результате исследований разработаны новые алгоритмы для вероятностного 
моделирования строительных конструкций и отдельных ее элементов, учитывающие 
нелинейные свойства материалов, реологические процессы и процессы деградации 
свойств, а также вероятностный характер воздействий.  
Результаты НИР реализованы в рамках программного комплекса  
R-Beta 5.0, применяющегося для оценки надежности зданий и сооружений в 
деятельности проектных организаций Республики Беларусь. Результаты НИР 
используются на кафедре строительных конструкций УО «Полоцкий 
государственный университет» при чтении лекций, проведении лабораторных работ, 
при выполнении дипломных проектов и при проведении научно-исследовательской 
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В Республике Беларусь усилиями целого ряда ученых (Т.М. Пецольд, В.В. 
Тура [1], В.Г. Казачек [2] и др., Д.Н. Лазовский, Д.О. Глухов [3, 4, 9, 10, 11]) ведется 
разработка единого методологического подхода к оценке надежности 
проектируемых и существующих, выполняемая по результатам обследования 
технического состояния, строительных конструкций. Новая концепция надежности, 
определенная в утвержденном постановлением Государственного комитета по  
стандартизации Республики Беларусь 29.12.2007 № 67 и введенном в действие с 1 
июля 2008 года СТБ ISO 2394-2007 "Надежность строительных конструкций. Общие 
принципы" четко определяет область применения вероятностных методов для 
расчета индекса надежности. Европейские нормы также предлагают систему 
параметров и соответствующих им законов распределения для имитационного 
моделирования поведения железобетонной конструкции, выстроенную по 
результатам многолетних исследований, с целью определения вероятности 
разрушения конструкции в целом или отдельно взятого конструктивного элемента. 
[1, 5, 6]  
Необходимо также отметить, что все большее распространение получает 
теория нелинейных расчетов при моделировании строительных конструкций. 
Оценка надежности строительных конструкций с учетом их нелинейных свойств 
является актуальной задачей. Первые попытки построения вероятностной 
нелинейной модели строительных элементов предпринимались авторами с 2010г. На 
сегодняшний день сформированы достаточные научные компетенции для 
достижения поставленной цели, что требует решения следующих задач: 
 - систематизация знаний в области нелинейных моделей строительных 
конструкций и ее отдельных элементов; 
- разработка и исследование алгоритмов расчета напряженно-
деформированного состояния нелинейных моделей для наиболее характерных 
участков разрушения строительных конструкций; 
- разработка и исследование алгоритмов идентификации параметров 
теоретических распределений плотности вероятности для случайных характеристик 
строительных конструкций и алгоритмов генерации соответствующих 
псевдослучайных последовательностей; 
- систематизация знаний в области вероятностных моделей динамических 
нагрузок; 
- разработка алгоритма оценки значения индекса надежности по результатам 








1 АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЕЙ ЭЛЕМЕНТОВ СТРОИТЕЛЬНЫХ 
КОНСТРУКЦИЙ 
1.1 Основные нелинейные модели элементов строительных конструкций 
В силу высокой сложности построения комплексной модели, описывающей 
нелинейные свойства составного конструктивного элемента строительной 
конструкции, как конечно-элементной 3-х мерной объемной модели в пространстве 
полного 6-мерного тензора деформаций и соответствующего тензора напряжений, а 
также с учетом математической модели сцепления арматуры с бетоном, выделяют 
отдельные нелинейные модели, описывающие нелинейное поведение конструкции в 
наиболее опасных (подверженных разрушению) участках конструкции.  
Такими участками являются: 
- середины пролетов и надопорные зоны элементов перекрытий (балок, 
ригелей, плит перекрытия), испытывающие максимальные изгибающие моменты; 
- предопорные зоны элементов перекрытий, в которых существенное значение 
имеют сдвиговые деформации совместно с изгибающими моментами; 
- опоры (колонны, несущие стены), находящиеся преимущественно в 
состоянии внецентренного сжатия (растяжения). 
Системы нелинейных сингулярных уравнений являются основой целого ряда 
математических моделей. В частности, такие системы возникают при попытке 
описать напряженно-деформированное состояние железобетонных элементов, 
работающих под нагрузкой при внецентренном сжатии и изгибе, при работе такого 
элементы в предопорной зоне на срез с изгибом. Сингулярные свойства таких 
моделей связаны с тем, что те либо иные параметры, зависимости, описывающие 
свойства модели, имеют точки разрыва первого и второго рода. Такие точки разрыва 
фактически разделяют всю область определения входных параметров на подобласти 
непрерывного поведения. Для затронутого примера, такие точки разрыва позволяют 
описать скачкообразное изменение напряжения в бетоне в момент 
трещинообразования. 
Опыт нескольких лет изучения подобного рода математических моделей с 
целью разработки эффективных алгоритмов решения сингулярных систем 
нелинейных уравнений показал, что наиболее верным подходом является детальное 
изучение всех особенностей многомерной поверхности решения и применение 
различных стратегий поиска решения на поверхности решений в зависимости от 
области непрерывного поведения системы, в которой находятся значения входных 
параметров. [12-15, 18, 32] 
Из многолетнего опыта обследования технического состояния строительных 
конструкций, накопленного в Полоцком государственном университете, 
наибольший интерес представляют 3 нелинейные модели: 
1. Нелинейная деформационная модель сечения, нормального к продольной 
оси железобетонного элемента на совместное действие изгибающего момента в двух 








применяется для расчета наиболее нагруженных средних частей пролетов плит, 
балок ригелей, а также расчета колонн); 
2. Нелинейная деформационная модель наклонного сечения на совместное 
действие изгибающего момента продольной и перерезывающей силы (применяется 
для моделирования предопорных зон балок, ригелей); 
3. Нелинейная блочная модель растянутого элемента с изгибом (является 
новой моделью для описания процесса деформирования растянутого элемента, 
описывает процесс перераспределения напряжений в блоках между трещинами 
нормального отрыва, в частности для моделирования процесса трещинообразования 
в многопустотных плитах безопалубочного формования в составе платформенных 
стыков сборно-монолитных перекрытий). 
  
 
1.2 Нелинейная модель железобетонного элемента по сечению, нормальному к 
продольной оси 
Общая деформационная модель железобетонного элемента [12-15, 18, 32, 33, 
35] позволяет учитывать нелинейные свойства материалов в его поперечном 
сечении на основе использования нелинейных диаграмм деформирования бетона и 
арматуры. Данная нелинейная модель применяется для описания наиболее 
характерного случая разрушения железобетонного элемента по сечению 
нормальному к продольной оси, как правило, в средней части пролета плит 
перекрытий, балок. Типичный пример разрушения железобетонного элемента по 
сечению, нормальному к продольной оси приведен на рисунке 1.1. 
 
Рисунок 1.1 - Разрушения железобетонного элемента по сечению,  
нормальному к продольной оси при испытании в ИИЦ  
Полоцкого государственного университета (2017г.) 
 
Данная нелинейная модель является базовой и используется в следующих 
нелинейных моделях для определения распределения продольных деформаций от 
изгиба и продольного сжатия / растяжения, точнее проекции главных 








Нелинейная деформационная модель напряженно-деформированного 
состояния сечения, нормального к продольной оси представляет собой систему 



































 ,  (1.1) 
где ((x, y))  нормальные напряжения в точке (x, y) сечения в бетоне или 
арматуре; (x, y)  продольные деформации в точке (x, y) сечения; yo расстояние от 
центра изгиба сечения, нейтральной точки, до оси y; и yoe расстояние от места 
приложения продольного усилия до оси y; xo расстояние от центра изгиба сечения, 
нейтральной точки, до оси x; и xoe расстояние от места приложения продольного 
усилия до оси x;  N – продольная сила от действия внешней нагрузки; Mx, My – 
изгибающие моменты в плоскости XZ и YZ соответственно.  
Уравнения совместности деформаций для точки (x, y) выглядит следующим 
образом: 






z   , 
где 
yr
1  кривизна продольной оси элемента относительно оси y; 
xr
1  кривизна 
продольной оси элемента относительно оси x; q0, q1, q2   остаточные деформации 
от предварительного напряжения элемента до усиления, добавочные деформации от 
нагрузки до усиления и остаточные деформации от процесса динамического 
обжатия после усиления. 
Математическая модель устанавливает отображение множества допустимых 
значений деформаций, определенное в метрическом пространстве деформаций, во 
множество значений усилий, определенное в метрическом пространстве усилий M: 
R3  R3. Сама модель лишена предположений относительно способа расчета 
напряженно-деформированного состояния. Из деформационной модели следует 
формулировка задачи расчета, как задачи поиска такого расположения плоскости 




1 , z}, которое бы 
соответствовало действию на элемент вектора нагрузки, заданного в трехмерном 
пространстве нагрузок F = {Mz, My, N}. Таким образом, решение задачи ищется в 3-х 









1.3 Нелинейная модель железобетонного элемента в области действия 
перерезывающих сил 
В зоне среза (у опор изгибаемого элемента), где действуют значительные 
поперечные усилия, под воздействием касательных напряжений главные нормальные 
напряжения ориентированы под углом к его продольной оси, а бетон и рабочая 
продольная и поперечная арматура испытывают двухосное напряженно-
деформированное состояние. Как показано в целом ряде публикаций [33-38], на 
напряженно-деформированное состояние элементов в зоне среза оказывает 
существенное влияние комбинация поперечного, продольного усилий и изгибающего 
момента. 
Вопросам сопротивления изгибаемых железобетонных элементов 
воздействию поперечных сил посвящены работы В.Н. Байкова [39, 40], 
Т.И. Барановой [41], В.М. Баташева [42], И.К. Белоброва [43], В.М. Бондаренко [44, 
45], М.С. Боришанского [46, 47], Ю.А. Булая [48], П.И. Васильева [49], 
А.А. Гвоздева [50, 51], А.Б. Голышева [52], Л.А. Дорошкевича [53], Н.И. Карпенко 
[54, 55], А.И. Колтунова [56], А.А. Кондратчика [57], Н.И. Кондратчик [58], 
П.П. Польского [59], В.В. Тура [60, 61], P. Adebar [23, 24], M.P. Collins [23-26], и др. 
На основании проведенного анализа можно выделить несколько наиболее характерных 
видов разрушения изгибаемых железобетонных элементов в зоне среза, отличающихся 
между собой преимущественным проявлением, как правило, одного наиболее слабого 
фактора, характеризующего работу бетона, продольной или поперечной арматуры, а 
также их совместной работы при восприятии комбинации действующих внутренних 
усилий (рисунок 1.1): 
 
Рисунок 1.2 - Возможные виды разрушения изгибаемых  
железобетонных элементов в зоне среза 
 
- разрушение в растянутой зоне вследствие текучести продольной арматуры в 
месте ее пересечения критической наклонной трещиной (рисунок 1.2 а); 








- разрушение по бетону сжатой зоны в вершине критической наклонной 
трещины (рисунок 1.2 в); 
- разрушение по наклонной трещине вследствие достижения поперечной 
арматурой предела текучести (рисунок 1.2 г); 
- разрушение по бетону между наклонными трещинами, например в тавровых и 
двутавровых элементах с тонкой стенкой, развитыми армированными полками и 
значительным поперечным армированием в зоне среза (рисунок 1.2 д); 
- разрушение в результате раздробления бетона в полосе, образованной наклонными 
трещинами, соединяющими опорную и грузовую площадки (характерно для консолей и 
коротких элементов, с пролетом среза менее 1,2d, где d – рабочая высота поперечного 






Рисунок 1.3 – Примеры видов разрушения опытных образцов при  
испытании в ИИЦ Полоцкого государственного университета (2014г.) 
 
До недавнего времени, учитывая невысокий уровень развития вычислительной 
техники, с целью облегчения расчета, усилия исследователей были направлены на 
создание упрощенных моделей работы изгибаемого железобетонного элемента в зоне 
среза. Методы расчета базировались на учете только одного преимущественного 
внутреннего усилия, а влияние других составляющих комбинации внутренних усилий 
учитывалось косвенно, как правило, эмпирическими коэффициентами. 
К таким методам можно отнести метод расчета, основанный на равновесии 
внутренних усилий и внешних воздействий в наклонном сечении изгибаемых 
железобетонных элементов в зоне среза в предельном состоянии (рисунок 1.3); 
впервые предложенный М.С. Боришанским [47] и модифицированный впоследствии 
А.А. Гвоздевым [50, 51] и А.С. Залесовым [33-35]. Метод предполагает раздельный 
расчет зоны среза на действие поперечных сил и изгибающих моментов, 








Данный метод, в силу своей относительной простоты и наглядности 
применения для решения инженерных задач, получил широкое распространение и в 
усовершенствованном виде включен в нормы проектирования Республики Беларусь 
[31]. 
В основе других методов лежат усовершенствованные модели изгибаемых 
железобетонных элементов в зоне среза в виде ферменной или арочной аналогии 
[61]. В рамках метода ферменной аналогии изгибаемый железобетонный элемент 
рассматривается в виде раскосной фермы с параллельными поясами, в которой 
нижним растянутым поясом является растянутая рабочая продольная арматура 
элемента, верхним сжатым поясом – бетон сжатой зоны элемента. Растянутые 
раскосы моделируются рабочей поперечной арматурой и отгибами, а сжатые 
раскосы – сжатыми бетонными полосами между наклонными трещинами. Расчет 
прочности изгибаемых железобетонных элементов в зоне среза выполняется 
отдельно по сжатому и растянутому поясам фермы, а также по растянутым и 
сжатым раскосам, предварительно задавшись углом их наклона θ (рад). 
К недостаткам метода можно отнести то, что он не учитывает фактическое 
напряженно-деформированное состояние бетона, продольной и поперечной арматуры 
в зоне среза, силы зацепления по берегам наклонной трещины. Ввиду этого расчет 
прочности изгибаемых железобетонных элементов в зоне среза по методу ферменной 
аналогии в ряде случаев дает заниженный результат по сравнению с опытом, что 
приводит при проектировании к перерасходу материалов. 
К третьей группе методов расчета прочности и трещиностойкости изгибаемых 
железобетонных элементов в зоне среза можно отнести методы, связанные со 
статистической оценкой, основанные на большой выборке опытных данных с малым 
шагом варьируемых параметров [69, 70].  
Недостатками такого подхода являются отсутствие наглядности и, ввиду 
многообразия факторов, влияющих на прочность изгибаемого железобетонного 
элемента в зоне среза, необходимость проведения значительного объема 
экспериментальных исследований в каждом конкретном случае расчета 
конструкций, не применяемых ранее. 
С развитием вычислительной техники в научно-технической литературе стали 
появляться, так называемые, «точные» методы расчета изгибаемых железобетонных 
элементов в зоне среза в рамках общей теории железобетона при совместном действии 
изгибающих моментов, продольных и поперечных сил. Этому направлению 
посвящены работы  P. Adebar, M.P. Collins [23-26]. 
Большинство этих методов используют деформационную модель, 
рассматривающую в комплексе уравнения равновесия, уравнения совместности 
деформаций и нелинейные уравнения диаграмм деформирования материалов, 
связывающие напряжения и деформации в железобетонном элементе, находящемся 
в плоском напряженно-деформированном состоянии.  
 

































 ,  (1.2) 
где ((y))  нормальные напряжения в слое на уровне y, сечения в бетоне или 
арматуре; (y)  продольные деформации элементарной площадки бетона или 
арматуры (проекция на ось Z суперпозиции главных сжимающих и главных 
растягивающих деформаций, полученная с учетом поворота элементарных 
площадок под действием перерезывающей силы), x(y) – функция формы;  
yo расстояние от центра изгиба сечения, нейтральной точки, до начала 
координат;  
yoe расстояние от места приложения продольного усилия до начала 
координат;   
N – продольная сила от действия внешней нагрузки;  
V – перерезывающая сила; 
My – изгибающий моменты, действующий в плоскости YZ. 
 
В модели постоянного (фиксированного) угла принимается предпосылка о 
том, что трещины, возникающие в железобетонном элементе в условиях плоского 
напряженного состояния, ориентированы по отношению к продольной оси под 
некоторым постоянным углом θ, не зависящим от уровня нагружения и наличия 
новых трещин, и определяется углом наклона осей главных напряжений в элементе 
без трещин. 
В модели переменного угла принимается допущение о том, что угол наклона θ 
трещин и сжатых бетонных полос между наклонными трещинами, на произвольном 
этапе после образования трещин совпадает с углом наклона главных напряжений α, 
значение которого изменяется при нагружении. 
Уравнения равновесия и совместности деформаций для одноосного случая 
выглядят следующим образом (ось Z – совпадает с продольной осью элемента): 
 
𝜎𝑧 = 𝜎𝑐2 cos
2(𝛼) + 𝜎𝑐1 sin
2(𝛼) + 𝜌𝑧𝜎𝑠𝑧
𝜎𝑦 = 𝜎𝑐2 𝑠𝑖𝑛
2(𝛼) + 𝜎𝑐1 cos
2(𝛼) + 𝜌𝑦𝜎𝑠𝑦
𝜏𝑧𝑦 = (−𝜎𝑐2 + 𝜎𝑐1) 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑐𝑜𝑠(𝛼)
𝜀𝑧 = 𝜀𝑐2cos
2(𝛼) + 𝜀𝑐1 sin
2(𝛼)
𝜀𝑦 = 𝜀𝑐2sin




= (−𝜀𝑐2 + 𝜀𝑐1) 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑐𝑜𝑠(𝛼)
 , 
 
где σz, σy, σc1, σc2, τxy – проекции главных сжимающих и растягивающих 
напряжений на оси Z и Y, главные сжимающие и растягивающие напряжения, 








относительные деформации εz, εy, γzy;  – угол наклона осей главных напряжений по 
отношению к продольной оси. 
Постановка задачи расчета данной модели методом двух сечений может быть 
представлена отображением: 
<My1, My2, , N>  < εx, εz, εy, γzy >  V, 
где  - расстояние между сечениями. 
 
 
1.4 Нелинейная модель по сечению, нормальному к продольной оси, 
внецентренно сжатого железобетонного элемента 
Для моделирования данного случая применяется система уравнений 1 с 
заданным усилием продольного сжатия (растяжения) N. 
Для сжатых элементов, для которых центрально приложенная сжимающая 
сила с эксцентриситетом, равным расстоянию от начального центра тяжести до 
текущего положения нейтральной оси, создает противоположно направленный 
изгибающий момент. В этом случае заданному моменту будет соответствовать 
меньшая кривизна, эффект падения расчетного момента может полностью исчезать. 
Одной из сложных ситуаций для численного расчета является ситуация, когда 
разрушение элемента происходит сразу с образованием трещины. При этом 
труднопроходимый участок трещинообразования непосредственно граничит с 
областью, в которой локализовано решение задачи. Возможны так же ситуации, 
когда после образование трещины модель не дает расчетные значения усилий, даже 
равные значениям усилий до трещинообразования. Такая ситуация свойственна 
недостаточно армированным элементам. К этой группе моделей относится и модель 
каменного элемента, детально рассмотренного нами в рамках данного исследования 
в 2016г. [32] 
Общие положения расчета по несущей способности неармированной 
каменной кладки при действии вертикальной нагрузки, а также армированных 
элементов при изгибе, изгибе с внецентренным и центральным сжатием в Еврокод 6 
[19] полностью соответствуют условиям применения деформационного метода 
расчета прочности нормальных к продольной оси сечений. Данная методика 
отвечает фактической работе кладки под нагрузкой, описываемой диаграммами 
деформирования. Получена хорошая сходимость результатов расчета по 
предложенной методике, апробированной в программном комплексе Beta 4.2. 
Средневзвешенное значение отклонения опытных и рассчитанных разрушающих 
усилий составляет по всем сериям испытаний до 7%. Благодаря возможности 
использования в расчетах полных диаграмм деформирования можно более точно 
описать напряженно-деформированное состояние сечений элементов в процессе 










1.5 Нелинейная блочная модель растянутого элемента с изгибом  
 Данная нелинейная модель была построена, реализована программно и 
верифицирована экспериментально в рамках диссертационной работы Лазовского 
А.Д. [19] 
Является новой моделью для описания процесса деформирования растянутого 
элемента с изгибом, описывает процесс перераспределения напряжений в блоках 
между трещинами нормального отрыва, в частности для моделирования процесса 
трещинообразования в многопустотных плитах безопалубочного формования в 
составе платформенных стыков сборно-монолитных перекрытий. Пример установки 
для испытания и характера разрушения платформенного стыка приведен на 
рисунках 1.4, 1.5. 
 
 
Рисунок 1.4 – Общий вид испытаний фрагментов железобетонных 
многопустотных плит безопалубочного формования в составе платформенного 












Рисунок 1.5. – Общий вид разрушения платформенного стыка после 
демонтажа верхнего участка стеновой панели при испытании в ИИЦ Полоцкого 
государственного университета (2017г.) 
 
Для любого поперечного сечения блока суммарное усилие в растянутом 
бетоне Nc и арматурном стержне Ns постоянно на всей длине блока. Тогда условие 
равновесия усилий с учетом правила знаков на элементарном участке в пределах 
бетонного блока имеет вид: 
, . , , 0s ad s ad c c eff redd A d A       
Исходя из условия равенства усилия в арматурном стержне диаметром , как 
результирующего от действия растягивающих нормальных напряжений σs,ad, 
распределенных по его площади поперечного сечения As,ad и усилия от действия 
касательных напряжений τb по площади контакта арматурного стержня с бетоном, а 
также разности относительных деформаций арматуры εs,ad и бетона εct как взаимного 
смещения s, закона сцепления τb = f(s), связывающего касательные напряжения по 
площади контакта арматурного стержня с бетоном и их взаимное смещение, 
учитывающего поперечное сжимающее давление от вертикального прижатия можно 
записать: 
2
, , ( )
4
s ad p tr bd s dx

     
                  
,( )s ad c dx ds                     
, ( )p tr b f s    
Коэффициент Ωp,tr к ординатам принятого закона сцепления арматуры  
с бетоном для учета влияния давления вертикального прижатия ptr в окружающем 
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График, иллюстрирующий принятый закон сцепления с учетом влияния 
поперечного давления прижатия ptr, представлен на рисунке 1.6. 
 
В случае достижения относительными деформациями арматуры значений, 
соответствующих пределу текучести, εs,ad ≥ εsy,ad, к ординатам принятого закона 
сцепления арматуры с бетоном вводится понижающий коэффициент Ωy: 
51,0 0,85 (1 )
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εsu,ad – относительные деформации, соответствующие пределу прочности 








fym,ad – среднее значение предела текучести арматуры при растяжении; 
ftm = k·fym,ad – среднее  значение предела прочности арматуры при растяжении.  
При εs,ad < εsy,ad  коэффициент Ωy = 1. 
График, иллюстрирующий принятый закон сцепления с учетом влияния 
текучести арматуры, представлен на рисунке 1.7. 
 
 
Рисунок 1.6 – График, 
иллюстрирующий закон сцепления с 





 Рисунок 1.7 – График, 
иллюстрирующий закон сцепления с 
учетом влияния относительных 
деформаций, соответствующих пределу 
текучести арматуры 
 
Для решения задачи получения распределения относительных деформаций 
арматуры и бетона центральный бетонный блок в растянутой зоне поперечного 
сечения высотой heff, выделенный соседними трещинами нормального отрыва, 
разделяем n поперечными сечениями на (n – 1) интервалов длиной Δx таким 
образом, чтобы границы интервала Δxk совпадали с границами вертикального шва 
между торцами многопустотных плит (рисунок 1.8). При этом, учитывая низкую 
адгезию бетона заполнения вертикального шва с бетоном плит, работу бетона на 
растяжение поперек шва в сечениях, совпадающих с его границами, не учитываем. 
Поэтому на интервале, равном длине вертикального шва Δxk, принимаем 
эффективную площадь поперечного сечения растянутой зоны в бетоне 











Рисунок 1.8 – Схема разделения центрального бетонного блока на интервалы Δx 
 
Таким образом, рассматриваемую модель можно описать в виде следующей 
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     
                  
 (1.3) 
Как и для пролетных бетонных блоков, для центрального бетонного блока 
процесс трещинообразования проходит две стадии. Особенностью для центрального 
блока (как отмечалось выше) является уменьшение площади бетона растянутой 
зоны в месте вертикального шва (в работе на растяжение участвует только бетон 
замоноличивания площадью Ac,eff,ad, что способствует появлению в конце первой 
стадии трещинообразования в месте контакта бетона плит и бетона 
замоноличивания поперечной трещины нормального отрыва). 
Для поперечных сечений с трещинами нормального отрыва (по краям 
выделенного блока) значения напряжений σs,ad,(l) и σs,ad,(r) известны, а значения 
смещений s(l) и s(r) – неизвестны. 
1.5 Нелинейные модели материалов при одноосном напряженном состоянии 
В рамках рассматриваемых нелинейных моделей (за исключение модели с 
участием перерезывающей силы) бетон и арматура испытывают одноосное 
растяжение или сжатие в соответствии с принятыми диаграммами деформирования 










а – диаграммы деформирования бетона;  
б – диаграммы деформирования арматуры  
Рисунок 1.9 – Диаграммы деформирования бетона и арматуры 
 
В качестве аппроксимации диаграмм деформирования бетона при сжатии (1.4) 
и растяжении на восходящей (1.6) и нисходящей (1.7) ветви принимается 
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                          (1.7) 
где  εct1 – относительная деформация, соответствующая пиковой точке диаграммы 
деформирования (см. рисунок 1.9), равная 
6
1 (44 ) 10ct ctmf
   МПа;  
20,312( )ct ctmf  – корректирующий коэффициент, зависящий от прочности 
бетона при растяжении 
2/30,3ctm cmf f  (вычисляется в зависимости от призменной 
прочности бетона при сжатии cmf ) [72]. 
Относительные деформации бетона, соответствующие его предельной 














   
где  6,4 0,1223 .cmK f   
В соответствии с нормативными документами [73] предельные относительные 
деформации бетона при сжатии принимаются в зависимости от класса бетона в 
пределах 
3
1 ( 3,5... 2,8) 10 .cu
      Как показывают ранее проведенные 
исследования [72], статически неопределимых железобетонных конструкций 
составного сечения из бетона различных классов прочности и арматуры в сжатой 
зоне на стадии их работы, близкой к предельной (появление пластических шарниров 
с раскрытием трещин нормального отрыва), наблюдается высокая степень 
перераспределения усилий по сечению с достижением значений относительных 
деформаций, превышающих предельные. Исходя из этого, в принятой расчетной 
общей деформационной модели принимается диаграмма деформирования бетона 
при сжатии без ограничения длины ниспадающей ветви. 
 
1.5 Нелинейные модели материалов при двухосном напряженном состоянии 
Основные предложения по описанию диаграмм деформирования бетона при 
двухосном напряженном состоянии состоят во введении коэффициента разупрочнения 
β для диаграмм деформирования «σ -ε» бетона при одноосном сжатии. 
Исследования влияния относительных деформаций растяжения при плоском 
напряженном состоянии на основные параметрические точки диаграммы 
деформирования бетона проводились, начиная с конца прошлого века. В качестве 
базовых зависимостей, описывающих диаграммы деформирования бетона при 
двухосном напряженном состоянии, рекомендовалось использовать зависимости, 
полученные E. Hognestad [75] и E. Thorenfeldt [77]. В результате ограниченных по 
объему исследований, проведенных F. Vecchio и M.P. Collins [76] на плоских 
образцах, находящихся в двухосном напряженном состоянии, были получены 
зависимости, позволяющие перейти от диаграммы деформирования бетона в 
условиях одноосного напряженного состояния [75] к аппроксимации диаграммы 
деформирования бетона в условиях двухосного напряженного состояния: 
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                                 (1.8) 
где σc2,max – напряжения сжатия в пиковой точке трансформированной диаграммы «σ-
ε» с учетом двухосного напряженно-деформированного состояния, МПа: 








                                         (1.10) 








εc2 – относительные деформации по направлению главных сжимающих напряжений, 
мм/мм; 
ε′c – относительные деформации в пиковой точке диаграммы деформирования 
бетона при одноосном сжатии, мм/мм; 
εc1 – относительные деформации по направлению главных расттягивающих 
напряжений, мм/мм. 
В результате более поздних исследований F. Vecchio и M.P. Collins [76] получены 
зависимости, описывающие трансформированную диаграмму деформирования 
бетона в условиях двухосного напряженно-деформированного состояния, 
основанную на базовой зависимости E.  Thorenfeldt [77]. При этом предлагалось 
использовать две основные модели: модель A, учитывающую снижение как 
напряжений в пиковой точке, так и соответствующих им относительных 
деформаций и модель Б, учитывающую снижение только напряжений в пиковой 
точке. Зависимости модели A, описывающие трансформированную диаграмму, 
включают 3 участка: 
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                                         (1.11) 
где  




1 c fK K
  
                                                 (1.13) 
где σ′c2,max – напряжения сжатия в пиковой точке трансформированной диаграммы «σ-
ε» с учетом двухосного напряженно-деформированного состояния, МПа; 
ε′c2,max – относительные деформации в пиковой точке трансформированной 
диаграммы «σ-ε» с учетом двухосного напряженно-деформированного состояния, 
мм/мм; 
Kc – коэффициент, учитывающий влияние относительных деформаций ε1  по 










   
 
                               (1.14) 
Kf – коэффициент, учитывающий влияние прочности бетона при одноосном сжатии 
(f′c в МПа) 






















   при  ε′с2<–ε′c2,max ;                      (1.17) 
 - пиковый участок трансформированной диаграммы: 
2 2,max 2 2,max' .. ' ; ' ;с с c с с                                     (1.18) 
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                                       (1.19) 
Зависимости модели Б, предполагающей снижение только напряжений в 
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                               (1.20) 
где  σ′′с2,max=β′′f′c  
1
'' 1;
1 ' 'c fK K
  
                                            (1.21) 











                                       (1.22) 
  ' 2.25 0.2629 'f cK f      (f′с в МПа).                (1.23) 
 
Другие варианты зависимостей, описывающие трансформированную 
диаграмму деформирования бетона в условиях плоского напряженно-
деформированного состояния сжатия-растяжения, предложенные в разное время 
исследователями T.T.C. Hsu, A. Belarbi, J. Kollegger, G. Mehlhorn, T. Miyahara, S. 
Shirai, A. Ueda и др. [78, 79] также в большинстве своем основаны на изменении 
пиковых значений напряжений и относительных деформаций в базовых 
зависимостях E. Hognestad [75] и E. Thorenfeld [77], введением понижающих 
коэффициентов β с различными значениями. 
 Для описания двухосного напряженно-деформированного состояния бетона 
отечественной научной школы в [29, 80]  рекомендуется использовать классические 
диаграммы деформирования бетона для одноосного напряженно-деформированного 
состояния, снижая значение прочностных характеристик бетона в зависимости от 
соотношения напряжений, в соответствии с диаграммой, приведенной на рисунке 








интенсивности K=σc1/f′ct (f′ct – прочность бетона при одноосном растяжении, МПа), 
существенно снижает сопротивление бетона сжатию. 
 
 
1 – для высокопрочных бетонов класса С60/75 и выше;  
2 – для бетонов класса С30/37 и ниже; 
3 – для промежуточных классов бетонов, определяется экспериментально 
Рисунок 1.10 – Диаграмма прочности бетона при двухосном 
 напряженном состоянии [80] 
 
Автором для предлагаемой методики расчета были выбраны зависимости, 
предложенные F.J. Vecchio и M.P. Collins [76], основанные на базовой диаграмме 
E. Hognestad [75], поскольку именно она получила наибольшее распространение и 
апробирована в нормах проектирования различных стран, включая Республику 
Беларусь [31]. 
Для описания работы бетона на растяжение в условиях двухосного 
напряженного состояния рекомендуется использовать диаграмму с двумя 
участками. Первый участок (восходящая ветвь) согласно исследованиям [76] 
рекомендуется принимать линейным 
1 1 1;с c сt c crE      ;                                         (1.24) 
где σс1 – главные растягивающие напряжения в бетоне, МПа; 
Ect – модуль упругости бетона при одноосном растяжении, МПа; 
εс1 – относительные деформации в бетоне по направлению главных растягивающих 
напряжений, мм/мм; 
εcr – относительные деформации, соответствующие пиковой точке диаграммы, при 
одноосном растяжении бетона cr = f′ct /Ect, мм/мм; 
f′ct – напряжение, соответствующее прочности бетона, определяемое при одноосном 
растяжении, МПа; 
Для нисходящей ветви в большинстве источников, в том числе и в нормах 
























где β1, β2 – коэффициенты, учитывающие форму поверхности арматуры (гладкая 
либо периодического профиля) и длительность нагружения. 
Общий вид диаграмм деформирования для бетона, находящегося в двухосном 
напряженно-деформированном состоянии, принятых автором в расчетах, приведен 
на рисунке 1.11. 
 
 
а – при сжатии, б – при растяжении 
Рисунок 1.11 – Общий вид диаграмм деформирования бетона, принятых 
в методике расчета 
 
Для описания диаграмм одноосного деформирования продольной и поперечной 
арматуры принята билинейная диаграмма, предложенная Л. Прандтлем 
(рисунок 1.12), и апробированная в нормах проектирования различных стран, в том 
числе Республики Беларусь [31]. Так, для арматуры класса S240 и S400 с 
физическим пределом текучести принимается диаграмма, описываемая линейными 
зависимостями с горизонтальным участком после относительных деформаций, 
соответствующих пределу текучести (рисунок 1.12, а):  
( ) ( ) ( );sx sy sx sy s sx sy yE      (до предела текучести);                (1.26) 
( ) ( );sx y y y sx sy suf       (после предела текучести);           (1.27) 
где σsx(sy) – напряжения в продольной (поперечной) арматуре, МПа; 
εsx(sy) – относительные деформации в продольной (поперечной) арматуре, мм/мм; 
Es – модуль упругости стали арматуры, МПа; 
εy – относительные деформации, соответствующие пределу текучести арматуры, 
мм/мм; 
fy – предел текучести арматуры, МПа. 
Для арматуры класса S500 с условным пределом текучести диаграмма 
деформирования с двумя наклонными участками (рисунок 1.12, б), 
                       t yf k f       (для стержневой арматуры S500),             (1.28) 
где коэффициент k=ft /fy - нормируется для каждого класса арматуры [31],  для 








ft – временное сопротивление арматуры, МПа. 
Математические описания диаграмм деформирования продольной и 
поперечной арматуры при растяжении и сжатии совпадают. 
 
 
а – для арматуры S240, S400,   б – для арматуры S500   
Рисунок 1.12 – Диаграммы деформирования арматуры, принятые 
в методике расчета 
 
Выводы по главе 1 
В результате проведенных исследований систематизирован и обобщен опыт 
нелинейного моделирования железобетонных конструкций. Определены наиболее 
опасные расчетные случаи соответствующие абсолютному большинству видов 
разрушения строительных конструкций.  
Выполнена формулировка систем уравнений равновесия как нелинейных 
сингулярных систем уравнений интегрального вида. Рассмотрены системы 
уравнений совместности деформаций, а также известные модели закона сцепления 
арматуры с бетоном. 
Осуществлен обоснованный выбор нелинейных моделей материалов, 
применяемых как для одноосного напряженного состояния, так и их модификации 









2 АЛГОРИТМЫ РАСЧЕТА НЕЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЕЙ ЭЛЕМЕНТОВ 
СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
2.1 Анализ особенностей алгоритмов расчета нелинейных моделей элементов 
строительных конструкций 
Необходимо отметить, что в рассматриваемых нами моделях присутствует 
сильная зависимость между отдельными параметрами. Это приводит к тому, что 
характер влияния скачкообразных изменений одних параметров на другие 
параметры и систему в целом достаточно сложен. 
На сегодняшний день в распоряжении исследователей имеется широкий 
выбор итерационных методов поиска решения. Методы поиска решения для систем 
нелинейных уравнений подбираются исходя из априорных сведений о характере 
поверхности решения. Это и метод простой итерации, метод Зейделя, ньютоно-
подобные методы, симплекс методы, метод градиентного поиска (для многомерных 
случаев метод сопряженных градиентов), для областей с локальными экстремумами 
– метод монте-карло, и др. Каждый из методов имеет свои преимущества и 
недостатки. 
Зачастую, помимо выбора метода поиска решения, с целью обеспечения 
сходимости итерационного процесса, повышения скорости сходимости метода, 
устранения влияния отдельных особенностей поверхности решения, исследователем 
выбирается та либо иная модификация (координатная или групповая релаксация, 
суперрелаксация, правило ложного положения, ограничитель шага, инерционность). 
Важным моментом при проектировании алгоритма поиска решения является 
корректная формулировка критерия остановки итерационного процесса. Критерий 
остановки позволяет избежать и бесконечно долгого поиска в областях с «плохой» 
сходимостью. От выбранного критерия остановки зависит как время поиска 
решения, так и точность найденного решения. Кроме этого, для любого численного 
метода критерий остановки итерационного процесса всегда вносит ненулевую 
вероятность пропуска верного решения за определенный ограниченный интервал 
времени. 
В совокупности выбранный метод с принятой модификацией и 
формулировкой критерия остановки мы будем называть стратегией поиска решения.  
При рассмотрении очерченной нами проблемы мы, в большинстве случаев, 
будем говорить о решении, так называемой, обратной задачи. То есть, о поиске 
такого вектора входных параметров модели, которые обеспечивают выполнение 
условий равновесия (удовлетворяют систему уравнений) в пределах заданной 
допустимой невязки. 
Выбранная стратегия поиска решения не всегда является оптимальной, как по 
скорости, так и по другим параметрам (точность, невязка, вероятность ошибки). 
Поэтому, даже когда речь идет о системах, не имеющих сингулярности, но 








практикой является выполнение поиска решения различными стратегиями, и 
принятие решения на основании результатов данного поиска. 
Необходимо отметить, что предпринимались попытки построения 
формального определения граничных условий с целью возможного применения 
унифицированной процедуры поиска решения. В частности, для решения краевых 
задач математической физики. Наиболее широкое применение для таких целей 
нашел метод R-функций, впервые предложенный Владимиром Рвачевым в 1967г. 
[16] Но, справедливости ради, надо сказать, что идея применения базисных 
функций, описывающих граничные условия, появилась еще раньше. Такой метод 
был разработан Иваном Бубновым в 1913г. И далее развит в работах нашего 
соотечественника, выпускника Полоцкого кадетского корпуса Бориса Галеркина 
[17]. 
Описание поведенческих границ в виде базисных функций хорошо работает 
на задачах малой размерности с простыми формами границ. При усложнении границ 
областей метод R-функций перестает работать, существенно усложняются 
аналитические выражения, возрастает погрешность. Поэтому попытка построения 
унифицированного алгоритма поиска решения при неявном задании границ 
областей не дает удовлетворительных результатов для рассматриваемых нами задач. 
 
2.2 Алгоритм нелинейного расчета железобетонного элемента по сечению, 
нормальному к продольной оси 
Алгоритм нелинейного расчета железобетонного элемента по сечению, 
нормальному к продольной оси, разрабатывался нами на протяжении более чем 10 
лет. Особенности алгоритма нелинейного расчета отражены в целом ряде научных 
публикаций. [7, 8, 12, 13, 18] Данный алгоритм реализован в программном 
комплексе «Бета 5.0 (с) 2017г.», который применяется в производственной 
деятельности большинства проектных институтов и организаций Республики 
Беларусь, а также на ряде предприятий России и Украины. 
В рамках проведенного исследования в 2016 году данный алгоритм 
адаптирован для расчета каменных конструкций. В 2017 году реализована 
возможность расчета сложных составных, в том числе сталебетонных, элементов. 
Проведена верификация модифицированных алгоритмов на опытных данных. 
Поскольку нелинейная модель представляет собой систему уравнений 
интегрального вида, то важным является выбор метода численного интегрирования 
напряжений в пределах поперечного сечения элемента. Мы применили два варианта 
численного интегрирования.  
Для унификации именования осей локальной системы координат примем, что 
ось X направлена вдоль оси железобетонного элемента, а оси Y и Z лежат в 
плоскости сечения. 
Интегрируем функцию  f(y, z) для «элементарного» прямоугольника 
R = {(y, z): a  y  b, c  z  d} 




















 , при этом ihyy oi   для i = 0, 1, 2, …, 2m. 
Аналогично на 2n подобластей разобьем интервал по z [c, d]: 











 , при этом jkzz oj   для j = 0, 1, 2, …, 2n. 
Обобщенное правило Симпсона запишется в виде: 
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Этот метод численного 2D интегрирования обладает ошибкой 4-ого порядка 
малости: 
 




Определим обобщенное квадратурное правило трапеций: 
 
Интегрируем функцию  f(y, z) для «элементарного» прямоугольника  
R = {(y, z): a  y  b, c  z  d} 










 , при этом ihyy oi   для i = 0, 1, 2, …, m. 










 , при этом jkzz oj   для j = 0, 1, 2, …, n. 
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Этот метод численного 2D интегрирования обладает ошибкой 2-ого порядка 
малости: 




Вернемся к исходному именованию осей, при котором в плоскости сечения 
лежат оси X и Y. 
От выбора метода решения задачи определения напряженно-
деформированного состояния нормального сечения зависят в значительной степени 
сходимость и устойчивость итерационного процесса, что, в конечном счете, влияет 
на скорость решения задачи. Используя особенности некоторых методов расчета в 
зависимости от расчетной ситуации, можно добиться гарантированной сходимости 
при заданной точности.  
Если представить сечение элемента как совокупность элементарных площадок 












































2  (2.1) 






























































































Правые части уравнений рассчитываются относительно предыдущих ( 1k  
шаг итерационного алгоритма) приближений деформаций, а левые представляют 
собой новые ( k -тый шаг) значения. Данная итерационная схема задает метод 
простой итерации, обладающий медленной сходимостью, поэтому для повышения 
скорости сходимости применяют различные способы релаксации итерационной 
схемы. В частности, координатная релаксация позволяет на каждой итерации 
выполнять приближение по каждой координате в отдельности. Суперрелаксация 
заключается во введении коэффициента, усиливающего влияние невязки в 
уравнении на пересчитываемое новое значение искомого параметра [12, 13]. 
Эту систему уравнений можно модифицировать далее к виду с явным 
выражением невязок. Обозначим правые части уравнений как  1k
z
 ,  1kk x  , 













































где x , y – суперрелаксационные множители. 
Как показала практика, итерационные алгоритмы решения такой системы 
уравнений удобно строить, применяя координатную релаксацию для переменной z , 
т.е. на каждой итерации невязка в первом уравнении системы сводится к нулю. 
Методы простой итерации: с малым ограничителем шага 0.0001 без 
суперрелаксации (ПИМО) и с малым ограничителем шага 0.0001 и 
суперрелаксацией (ПИМОСР). 
Система уравнений (2.3) является основой алгоритма на базе метода простой 








алгоритма был введен малый ограничитель шага по кривизне, равный 0.0001. 
Величина ограничителя шага установлена экспериментально. Суперрелаксационные 
множители в итерационном процессе изменяются от 1.3 до 0.3. 
Особенности разработанного метода: 
1) применяется правило ложного положения; 
2) применяется координатная релаксация; 
3) применен малый ограничитель шага итерации; 
4) критерием остановки итерационного процесса является малость невязок в 
уравнениях расчетной модели (менее 1-го %). 
Допустимый процент невязок задан исходя из необходимости обеспечения 
приемлемого времени поиска решения и является принятой нами допустимой 
погрешностью на найденное решение. 
С целью реализации обобщенного на случай двух переменных метода 
секущих (ОМС) была построена следующая итерационная схема: 
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где 1xk , 2xk и 1yk , 2yk  – кривизны: по две точки предыдущего шага итерационного 
процесса, по которым строится секущая; 1xM , 2xM  и 1yM , 2yM  – соответствующие 
им изгибающие моменты. С целью повышения устойчивости алгоритма был введен 













lim  , (2.5) 
где С – некоторая константа, ke , 1ke  – невязки на k-том и k - 1шаге итерационного 




























ПИМОСР 786  132 13.67  2.4 1.73 0.03 1.32  0.02 
ПИМО 819  156 14,28  2.9 1.74  0.03 1.32  0.02 
ОМС 150  34 4.21  0.9 2.8  0.05 1.62  0.02 
 
На основании сравнения необходимого времени расчета рассмотренными 
методами в качестве базового выбран алгоритм на основе обобщенного метода 
секущих. 
 
2.3 Алгоритм нелинейного расчета железобетонного элемента в области 
действия перерезывающих сил 
Общий алгоритм определения напряженно-деформированного состояния 
железобетонного элемента под совместном воздействии перерезывающей силы  и 
изгибающего момента строится по схеме, предложенной в [22]: 
1. Задается начальное распределение касательных деформаций; 
2. По методу двух сечений [21] определяется распределение 
тангенциальных деформаций, такое, что обеспечивается равновесие по 
перерезывающей силе; 
3. Для заданного изгибающего момента и усилия продольного 
сжатия/растяжения по описанному выше алгоритму нелинейного 
расчета железобетонного элемента по сечению, нормальному к 
продольной оси, предложенному и развитому нами в работах [7, 8, 12, 
13, 18], находится распределение продольных деформаций; 
4. По полученным распределениям продольных деформаций, 
предлагаемым методом комбинированных стратегий, находится такое 
распределение главных сжимающих деформаций, при котором главные 
сжимающие напряжения в каждой элементарной площадке 
определенные диаграммным методом равны значениям, определенным 
по кругам Мора (см. рисунок 2.1); 
5. Имея распределения всех составляющих тензора деформаций, 
определяются внутренние усилия, возникающие в сечении, нормальном 
к продольной оси элемента; 
6. Если определенные внутренние усилия не удовлетворяют уравнениям 
равновесия, то соответствующим образом корректируется искомое 
распределение продольных деформаций (кривизна и центр тяжести 
сечения) и выполняется переход к пункту 2. Иначе – успешное 










Рисунок 2.1 – Круги Мора для относительных деформаций и для 
средних напряжений в бетоне 
 
Критерием остановки итерационного процесса является малость невязки 
системы уравнений равновесия (менее 1%). При этом, в ходе итерационного 
процесса поиска решения контролируется ситуация неразрешимости системы 
уравнений по достижению предельных значений деформаций на сжатие по бетону 
или растяжения по арматуре, а также неразрешимостью задачи пункта 4. 
Пункт 4 алгоритма является ключевым для решения системы в целом. 
Детальное описание математических зависимостей, связывающих главные 
сжимающие напряжения, определенные по диаграммам и кругу Мора, с заданным 
распределение продольных, главных и касательных деформаций, дано в работе 
Глуховой Т.М. [22]. 
Алгоритм по определению напряженно-деформированного состояния i-й 
элементарной площадки рассматриваемого поперечного сечения с комбинацией 
внутренних усилий (N, M, V) для пункта 4 имеет вид: 
1. Исходя из принятых распределений параметров τxy,i, εx,i, задаваясь 
значением относительных деформаций по направлению главных 
растягивающих напряжений εс1,i, вычисляется тангенс угла наклона осей 
главных напряжений по отношению к продольной оси по формулам:  
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2. Вычисляется относительная деформация по направлению главных 
сжимающих напряжений по формуле: 
                           
2 2








 Вывод формулы (3.39) см. приложение Б. 
3. Вычисляется проекция относительных деформаций на поперечную ось y 














 .                                   (2.9) 
Вывод формулы (3.40) см. приложение В. 
4. Используя εy,i  и аппроксимацию принятой диаграммы деформирования для 
поперечной арматуры железобетонного элемента, вычисляются 
нормальные напряжения в поперечной арматуре. 
5. Используя аппроксимацию принятой диаграммы деформирования бетона 
при растяжении в условиях двухосного напряженного состояния 
вычисляются главные растягивающие напряжения в бетоне. 
6. Вычисляются расстояние между наклонными трещинами и ширина их 
раскрытия, а также предельные касательные напряжения, воспринимаемые 
элементарной площадкой рассматриваемого сечения за счет зацепления по 
«берегам» наклонной трещины (при ее наличии) по зависимости. 
7. Проверяются условия для главных растягивающих напряжений в бетоне с 
учетом поперечной арматуры при наличии наклонных трещин в зоне среза 
изгибаемого железобетонного элемента: 
1, 1,с i с i  - если 1, , tanс i c i   ;                    (2.10) 
1, , tanс i xy i i   - если 1, , tanс i c i   .               (2.11) 
8. Используя аппроксимацию принятой диаграммы деформирования бетона 
при сжатии в условиях двухосного напряженного состояния вычисляются 
главные сжимающие напряжения в элементарной площадке бетона. 
9. Вычисляются главные сжимающие напряжения в элементарной площадке 
бетона по кругу Мора по формуле: 
2, 1, ,
1
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                               (1.12) 
10. Сопоставляются полученные значения главных сжимающих напряжений в 
элементарной площадке бетона, полученных в п. 8 и п. 9. При отсутствии 
сходимости сопоставляемых значений с требуемой степенью точности 
корректируется значение εс1,i и расчет повторяется, начиная с п. 1 до 
достижения требуемой точности. 
11. По формулам системы уравнений совместности деформаций вычисляются 
проекции нормальных напряжений в бетоне на продольную ось элемента.  
12. Используя аппроксимацию принятой диаграммы деформирования для 
продольной арматуры железобетонного элемента, вычисляются 








13. Расчет по п.п. 1…12 выполняется для каждой элементарной площадки 
бетона и продольной арматуры рассматриваемого поперечного сечения 
усиляемого изгибаемого железобетонного элемента. 
14. Выполняется проверка условий равновесия в системе уравнений 1.2 для 
рассматриваемого поперечного сечения. Если условия равновесия не 
выполняются с требуемой степенью точности, то методом 
последовательных приближений корректируется распределение проекций 
относительных деформаций εx на продольную ось и расчет повторяется до 
достижения требуемой степени точности. 
15. В соответствии с методом двух сечений уточняется распределение 
касательных напряжений τxy по высоте рассматриваемого поперечного 
сечения изгибаемого железобетонного элемента и повторяется расчет, 
начиная с п.1. 
 
Из описания зависимостей следует наличие в модели нескольких точек 
разрыва поверхности решения для главных сжимающих напряжений. Во-первых, 
наличие области в окрестности 0, для которой значение является невычислимым 
(точка разрыва второго рода). Во-вторых, характеристическим значением 
продольной деформации на растяжение является точка εcrt, определяющая 
скачкообразный момент трещинообразования (точка разрыва первого рода), 
выражающийся в замене математического определения угла наклона элементарной 
деформируемой площадки. 
Если проиллюстрировать данную ситуацию на семействе графиков (см. 
рисунок 2.2), то наглядно видно, что для определения границ области, в которой 
локализовано решение, необходимо применять различные стратегии поиска границ 










Рисунок 2.2 – Зависимость главных сжимающих напряжений от главных 
сжимающих деформаций при заданных распределениях продольных и касательных 
деформаций для значений изгибающего момента до момента образования трещины 
(a) точки совпадения значений главных сжимающих напряжений определенных 
диаграммным методом и определенных геометрическим способом по кругу Мора, b) 
характер зависимости при больших значениях главных сжимающих деформаций, c) 
скачкообразное изменение напряжения при достижении деформацией значения εcrt, 
d) аналогичный скачек для напряжений, определенных по кругу Мора) 
 
Для «больших» изгибающих моментов характер зависимости меняется. Точки 
решения «уходят» в область, значительно превышающую точку разрыва, что видно 










Рисунок 2.3 - Зависимость главных сжимающих напряжений от главных 
сжимающих деформаций при заданных распределениях продольных и касательных 
деформаций для «больших» значений изгибающего момента 
 
Учитывая выявленные особенности математической модели, нами разработан 
алгоритм поиска решения для задачи определения распределения главных 
сжимающих деформаций, комбинирующий различные стратегии поиска границ 
области решения и решения как такового: 
1. Методом последовательных приближений ищем нижнюю границу 
области определения функции главных сжимающих напряжений, 
определяемых из круга Мора; 
2. Если найденная нижняя граница меньше εcrt, то априорная верхняя 
граница принимается равной εcrt, иначе принимается как максимально 
возможная сжимающая деформация (0.06). 
3. Методом дихотомии корректируем верхнюю границу области решения 
(область отрицательных значений) главных сжимающих напряжений, 
определяемых диаграммным методом; 
4. Методом секущих в пределах определенной области решения ищем 
точку совпадения искомых напряжений. 
 
Данный алгоритм реализован нами на языке программирования С++. 
Сравнительные тесты с зарубежным аналогом [23-26], программным комплексом 
Response-2000 канадского университета Торонто, показал, что данный алгоритм 








стабильные результаты расчета (отсутствие «выколотых» точек на графиках 
распределений) на всей области определения.  
При выполнении исследований в 2016 году авторами решалась проблема, 
связанная с тем, что в алгоритме, разработанном в 2013 году, строилось единое 
распределение продольных деформаций, а распределение тангенциальных 
деформаций строилось по методу двух сечений. Это несоответствие приводило в 
некоторых случаях к возникновению неустранимой невязки расчетной системы 
нелинейных уравнений.  
Скриншот главного окна программы расчета по нелинейной модели 
железобетонного элемента в области действия перерезывающих сил представлено 




Рисунок 2.4 – Главное окно программы расчета по нелинейной модели 
железобетонного элемента в области действия перерезывающих сил 
 
Выводы по главе 2 
В результате проведенных исследований разработаны:  
1. Алгоритм нелинейного расчета напряженно-деформированного состояния 
строительного элемента по сечению, нормальному к продольной оси, 
применимый для расчета сложносоставных и каменных конструкций, в том 
числе армированных, предварительно напряженных и усиленных под 
нагрузкой; 
2. Алгоритм нелинейного расчета железобетонного элемента в области 
действия перерезывающих сил, основанный на оценке распределения 
продольных и тангенциальных деформации по методу двух сечений, 








3. Алгоритм нелинейного расчета растянутого блока между трещинами 










3 ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МОДЕЛИ ПАРАМЕТРОВ СТРОИТЕЛЬНЫХ 
КОНСТРУКЦИЙ 
3.1 Постановка задачи оценки надежности строительных конструкций 
При рассмотрении воздействия S на конструктивный элемент как случайной 
величины и, учитывая случайный характер функции предельного состояния R, 
задачу оценки надежности конструктивного элемента можно рассматривать как 
задачу анализа характеристик случайной величины  
M = R – S. 
Вероятность разрушения в этом случае будет определяться по формуле 
pf = P(R < S) = P(M < 0) 
Более распространенной оценкой риска на стадии проектирования и 
обследовании является индекс надежности, рассчитываемый, исходя из 
предположения и нормальном законе распределения функции воздействия, функции 
предельного состояния, и независимости случайных величин S и R. 














В соответствии с ИСО СТБ 2394 критерий обеспечения надежности задается 
неравенством: 
      tag
 
, 
где βtag – минимальный целевой индекс надежности, численные значения 
которого задаются в зависимости от степени ответственности конструкции.  
Рассматриваемую задачу построения вероятностной модели целесообразно 
разделить на две подзадачи: 
а) Построение вероятностной модели при моделировании по результатам 
обследования технического состояния; 
б) Построение вероятностной модели на стадии проектирования. 
В первом случае, данные об изменчивости параметров материалов, нагрузок, 
конструктивных элементов и конструкций в целом будут получены в результате 
статистической обработки небольшого количества данных измерений. 
Во втором, для моделирования вероятностных характеристик, будут 
использоваться большие объемы данных об изменчивости, формируемые на стадии 
производства и строительства. 
 
3.2 Вероятностные модели и оценки параметров строительных конструкций по 
результатам обследования 
При выполнении обследования согласно действующим на территории 
Республики Беларусь и России нормативным документам измеряемые величины 








В европейских нормах также допускается рассматривать распределение 
измеряемых величин как нормальное, но при этом берутся к рассмотрению только 
10% меньших значений измерений прочностных характеристик (Tail data) [30]. 
При определении параметров по результатам обследования выполняется 
обработка данных выборки. Каждое значение выборки рассматривается, как 
независимая случайная величина, имеющая соответствующий закон распределения 
с одинаковыми параметрами. 
Порядок проведения статистической обработки при построении 
вероятностной модели конструктивного элемента следующий: 
1. Получение данных измерений; 
2. Проверка соответствия полученных данных определенным законам 
распределения; 
3. Идентификация параметров распределения генеральной совокупности 
по полученным выборочным данным с заданной обеспеченностью. 
Идентификация выполняется в соответствии с выбранным законом 
распределения; 
4. Определение по идентифицированным распределениям нормативных 
характеристик (5% или 95% квантили). 
 
Статистическими методами оценки при обследовании определяются 
следующие параметры железобетонного элемента: 
1. Нормативное сопротивление арматуры fуk(f0,2k = fpk) — наименьшее 
контролируемое значение физического или условного предела 
текучести, равного значению напряжений, соответствующих 
остаточному относительному удлинению, равному 0,2% с 
обеспеченностью не менее 0,95. 
2. Нормативное сопротивление бетона осевому растяжению fctk(fctk,0,05) — 
5 % квантиль статистического распределения прочности бетона на 
осевое растяжение. Нормативное сопротивление бетона осевому 
растяжению fctk,0,95 (95 % квантиль прочности на растяжение) следует 
применять в расчетах бетонных, железобетонных и предварительно 
напряженных конструкций только в том случае, если повышенная 
прочность на растяжение приводит к неблагоприятному эффекту 
(например, при расчете на действие вынужденных усилий и т. д.).  
3. Среднее сопротивление бетона осевому растяжению fctm — 
математическое ожидание прочности бетона на осевое растяжение. 
4. Нормативное сопротивление бетона осевому сжатию fck — 
сопротивление осевому сжатию призм или цилиндров, назначенное с 
учетом статистической изменчивости при обеспеченности 0,95. 
5. Среднее сопротивление бетона осевому сжатию fcm  — математическое 
ожидание прочности бетона на осевое сжатие.  
6. Геометрические параметры сечения конструктивного элемента  









Исходя из полученных оценок, мы имеем возможность построить генератор 
псевдослучайной последовательности нормально распределенной случайной 
величины. В зависимости от влияния моделируемого параметра на результат 
расчета выбирается нижняя или верхняя оценка его генерального математического 
ожидания и дисперсии по принципу наихудшего сочетания. 
При моделировании прочностных свойств материалов принимается нижняя 
граница доверительного интервала, соответствующая требуемой надежности . 
Дисперсия принимается как верхняя граница доверительного интервала оценки 
генеральной дисперсии, соответствующая требуемой надежности . 
При моделировании нагрузки, учитывается характер влияния нагрузки и 
принимается такой вариант оценки, который наихудшим образом влияет на 
прочность или трещиностойкость конструктивного элемента. 
При моделировании изменчивости геометрических параметров сечения 
конструктивного элемента принимается нижняя граница доверительного интервала, 
соответствующая требуемой надежности . Дисперсия принимается как верхняя 
граница доверительного интервала оценки генеральной дисперсии, 
соответствующая требуемой надежности . 
Методы статистического обработки данных измерений, применяемые при 
обследовании строительных конструкций, методы идентификации параметров 
теоретических распределений (нормального, логарифмически нормального и гамма 
распределения), определения доверительных интервалов среднего и стандартного 
отклонения с заданной обеспеченностью применительно к задачам оценки 
надежности строительных конструкций подробно изложены нами в работах [3, 4, 9, 
10, 11]. 
В 2016 году нами были рассмотрены распределения Вейбулла и Гумбеля, 
реализованы методы оценки параметров данных распределений по серии опытных 
данных с оценкой согласия по критерию Пирсона. 
 
3.3 Вероятностные модели, применяемые при проектировании 
Проектирование строительных конструкций опирается на полувероятностные 
методы расчета, основанные на частных коэффициентах безопасности. Калибровка 
коэффициентов безопасности выполняется с учетом особенностей производства и 
систем контроля качества принятых в той либо иной стране. 
Действующие нормы Республики Беларусь, определяя параметрический ряд 
классов бетонов и арматуры, определяют семейство вероятностных моделей 
материалов. Параметры распределения случайной величины восстанавливаются по 
нормативным и средним значениям прочностных характеристик. Однако, в отличие 
от анализа результатов при обследовании, для моделирования тех или иных величин 
применяются распределения, отличные от нормального распределения. 
Для выполнения вероятностных расчетов на стадии проектирования требуется 
по известным вероятностным моделям, лежащим в основе формирования проектных 
классов прочности, восстановить параметры теоретических распределений, 








аналитические оценки взаимного влияния независимых случайных величин на 
распределение результирующей величины. 
 
3.4 Анализ результатов статистического моделирования 
Если в результате статистического моделирования в рамках полного 
вероятностного расчета нами получены оценки плотности вероятности для Q и R, то 
вероятность разрушения элемента Pf определяют как область перекрытия 
распределений, как показано на рисунке 3.1. 
 
Рис. 3.1 - Интерпретация области перекрытия распределений Q и R 
 
Вероятность разрушения в этом случае определяется формулой 
𝑃𝑓 = 𝑃(𝑃 < 𝑄) = 𝑃(𝑀 < 0),  
где Pf – вероятность разрушения элемента. 
Определение точного значения данного интеграла является в большинстве 
случаев невыполнимой задачей, поэтому применятся упрощенные методы оценки 
значения интеграла, которые носят название FORM (First Order Reliability Method) и 
SORM (Second Order Reliability Method). [66] 
Для оценки вероятности Pf  широкое распространение получила процедура 
определения индекса надежности β (индекс безопасности по С.А. Корнелл [67], 
характеристика безопасности по А.Р. Ржаницын [68], индекс надежности по Раквицу 
и Фислеру [81, 82]). 
В силу нелинейности рассматриваемых моделей результатом статистического 
моделирования являются распределения выходных переменных модели (предельные 
значения внутренних усилий, момент трещинообразования, ширина раскрытия 
трещины, оценка деформаций: прогибы, перемещения), представляющие собой 
смеси вероятностных распределений. В частности, помимо сингулярности, 
связанной с появлением трещин, на изменение характера поведения модели под 
нагрузкой сказываются такие переходы, как достижение зоны текучести и предела 
текучести растянутой арматуры, причем отдельно для основного сечения и 
элементов усиления конструкции. 
При нелинейном моделировании предопорных зон влияние на изменение 
характера выходных переменных оказывает также состояние поперечной арматуры 









Модель, представляющая собой смесь нормальных распределений, задается в 
виде: 
𝑝(𝑥) = ∑ 𝑤𝑖𝑝(𝑥|𝑖)
𝑘
𝑖=1 , где 
 
p(x | i) - нормальное распределение для i-го кластера, 
wi  -  вес i-го кластера в смеси. 
Анализируемая смесь вероятностных распределений характеризуется 
неопределенностью относительно количества распределений в смеси и 
ограниченностью объема выборки. Кроме этого распределения в смеси сильно 
перекрываются, что делает неприменимым алгоритм разделения смеси на основе 
кластеризации методом k-средних. 
Для решения задачи разделения смеси вероятностных распределений, 
имеющей вышеуказанные особенности, не рекомендуется применение 
классического EM-алгоритма, основными недостатками которого является, во-
первых, высокая чувствительность к выбору первого приближения, во-вторых, 
неустойчивость. [63, 64]  
Также, надо отметить, что EM-алгоритм и его известные модификации 
требуют значительных вычислительных ресурсов, в частности, адресного 
пространства для хранения n k скрытых переменных и необходимости пересчета 
значений всех скрытых переменных на каждой итерации алгоритма. 
Имеются медианные и стохастические модификации EM-алгоритма, которые 
делают алгоритм более устойчивым к выбору первого приближения, однако не 
снимают проблемы связанной с неопределенностью по количеству кластеров. [65] 
Нами предложен генетический алгоритм разделения смеси варьирующий 
количество и параметры компонентов (далее GEM – Genetic EM). 
 
Общие положения теории надежности: 
Целью анализа результатов статистического моделирования является поиск 
вероятностных характеристик функции случайных переменных Y = g(X).  
В общем случае, когда речь идет о надежности строительных конструкций, 
характеристическая функция представляет собой разность случайной величины (в 
некоторых случаях, суперпозиции случайных величин), описывающей прочность 
конструкции, и случайной величины (суперпозиции случайных величин в силу 
линейного характера сочетания усилий) описывающих воздействие на конструкцию. 
Y = g(X) = XR – XS. Тогда g(X) = 0 представляет собой определение 
предельного состояния, g(X) > 0 описывает область безопасной эксплуатации и g(X) 
< 0 – область разрушения конструкции. Вероятности этих событий можно 
интерпретировать как  
P[g(X) > 0] = R – надежность,  
P[g(X) < 0] = 1 – R = Pf  – вероятность разрушения. 
В случае если модели входных переменных меняются со временем, говорят, 
что мы имеем дело с вероятностным процессом, в рамках которого надежность 
оценивается как функция времени  









Переход к стандартному нормальному распределению:  
В результате статистического моделирования мы получаем распределение 
несущей способности и воздействия. Если исходить из предположения, что закон 
распределения этих случайных величин является нормальным, то разность этих 
случайных величин, есть нормально распределенная случайная величина с 
параметрами R-S=R – S, 𝜎𝑅−𝑆 = √𝜎𝑅
2 + 𝜎𝑆
2. 
Тогда, перейдя к стандартному нормальному распределению, мы имеем 






) = Ф(−𝛽), 
 где 𝛽 – интерпретируется как индекс надежности. 
 Рассмотрение зависимости интеграла вероятности от базовых 
переменных модели 
 Для более детального описания вероятностной модели применяют переход от 
одномерной модели воздействия-сопротивления к многомерной модели с n-мерным 
вектором входных вероятностных параметров (прочностные характеристики 
материала, геометрические параметры изделий и т.п.).  
 В этом случае функцию g(X) – рассматривают как функцию в n-мерном 
пространстве. А вектор X=(X1, X2,…, Xn)T – как n-мерный вектор входных случайных 
параметров. 
 В таком случае интеграл вероятности определяется как n-мерный интеграл: 
𝑃𝑓 = ∫ 𝑓𝑥(𝒙)𝑑𝒙
𝑔(𝒙)≤0
 
 А в случае, если все параметры представлены независимыми случайными 
величинами, то объединенная функция распределения плотности вероятности в n-
мерном пространстве будет представлять собой произведение функций 
распределения плотностей вероятности параметров: 





Переход n-мерного представления к стандартному нормальному 
распределению: 
 Для упрощения процедуры вычисления искомого интеграла вероятности 
используют переход к стандартным нормальным распределениям. Такое допущение 
возможно, если такой переход корректировать на каждом шаге итерационных 
процессов поиска наиболее вероятной точки области ошибки (разрушения). 
 В таком случае n-мерный интеграл вероятности будет определен как: 










 Геометрически для случая двух переменных проиллюстрируем данный подход 
на рисунке 3.2. [62] 
 
Рис. 3.2 – иллюстрация 2-х мерного представления объединенной функции 
распределения плотности вероятности в пространстве X1, X2 и пространстве 
стандартных нормальных распределений U1, U2 
 
Для определения вероятности разрушения в пространстве стандартизованных 
нормальных распределений получили широкое распространение методы, 
основанные на разложении в ряд Тейлора функции g(u). В зависимости от того, 
сколько членов ряда Тейлора берется во внимание для построения итерационного 
процесса поиска наиболее вероятной точки границы g(u) = 0, различают FORM 
(First order reliability method) и SORM (Second order reliability method). 
𝑔(𝑼) = 𝑔(𝒖∗) + ∇(𝒖∗)(𝑼 − 𝒖∗)𝑇 +
1
2
(𝑼 − 𝒖∗)𝑯(𝒖∗)(𝑼 − 𝒖∗)𝑇 , 
























































Поиск наиболее вероятной точки границы выживаемости или проектной точки (в 
зарубежных источниках MPP – Most probable point) осуществляется итерационно. В 
большинстве публикаций предлагается поиск методом простой итерации с 
критерием остановки по условию малости изменения оценки индекса надежности. В 
пространстве стандартизованных нормальных распределений индекс надежности 
определяется как расстояние от начала координат до проектной точки:  








Методы FORM и SORM применимы в том случае, когда мы имеем 
возможность построить дифференцируемое аналитическое выражение функции 
g(u). Однако при использовании метода Монте Карло для нелинейных моделей 
такое условие становится практически не выполнимым.  
Для случая применения метода Монте Карло оценка интеграла надежности 
будет представлять собой отношение количества численных экспериментов, в 






С учетом малости вероятности ошибки (10-4-10-6) для оценки вероятности 
разрушения требуется объем эксперимента и обработки больших объемов данных.  
Нами применен метод построения теоретических распределений по данным 
меньших объемов, и анализ результатов распределений как гауссовой  смеси. 
 
Учет нелинейных эффектов в процедуре оценки интеграла вероятности: 
 Поскольку нами было показано, что результирующее распределение несущей 
способности, в силу влияния нелинейных эффектов, является смесью нормальных 
распределений, то решением нелинейной задачи оценки индекса надежности будет 
являться оценка суммарной вероятности разрушения от каждой компоненты смеси.  
Учитывая линейность преобразования Лапласа сумма вероятностей отказа будет 
представлена следующим образом: 
v1Ф(-1) + v2Ф(-2) + … + vmФ(-m) = Ф(-v11- v22-…- vmm), 




 где v1,…,vm – веса компонентов смеси. 
 
 
3.5 Реализация полного нелинейного вероятностного метода оценки 
надежности конструктивного строительного элемента 
Отраженные в данной работе особенности полного нелинейного 
вероятностного расчета надежности конструктивного железобетонного элемента, 
методы построения распределения функции предельного состояния и других 
эффектов от внешнего воздействия реализованы в программе R-Бета.  
На каждом шаге статистического моделирования выполняется оценка 
прочности, трещиностойкости, расчет ширины раскрытия трещины и прогиба по 
нелинейной деформационной модели. Расчет выполняется с использованием 
диаграмм деформирования материалов, построенных  по средним значениям, 
генерируемым генератором псевдослучайной последовательности в соответствии с 










Рисунок 3.3 - Главное окно программы 
 
ПК R-Бета 5.0 включает в себя программу Бета 5.0+, выполняющую расчет по 
нелинейной деформационной модели в соответствии с нормами СНБ 5.03.01-02 
Республики Беларусь, СП 52-101-03 и СП 52-102-04 России, Eurocode2, а также по 
опытным данным.  
ПК R-Бета 5.0 выполняет расчеты в соответствии с нормами СНБ 5.03.01-02 
согласно требованиям, предъявляемым к нелинейным расчетам железобетонных 
конструкций, выполняемых методом статистического моделирования. 
В ПК R-Бета 5.0 использован алгоритм ГПСП Xor-Shift, удовлетворяющий 
тестам DIEHARD Джорджа Марсаглия, а также аппроксимации распределений 
Стьюдента и 2 с погрешностью не более  0.1% для объемов выборки до 1000 
образцов. 
 
Функции ПК R-Бета 5.0: 
 Формирование сечения, нормального к продольной оси железобетонного 
элемента (материалы, геометрию) по результатам обследования: 
- прочности бетона; 
- прочности арматуры растянутой зоны; 
- прочности арматуры сжатой зоны; 
- диаметра арматуры растянутой зоны; 
- диаметра арматуры сжатой зоны; 
- защитного слоя арматуры растянутой зоны; 
- защитного слоя арматуры сжатой зоны; 
 Назначение усилий от расчетной нагрузки и их коэффициента вариации. 
 
 ПК R-Бета 5.0 позволяет:  
 Определять выборочные характеристики распределений заданных случайных  
переменных; 
 Определять доверительные интервалы среднего и стандартного отклонения и 
с заданной обеспеченностью оценить характеристики распределений 








 Определять нормативные характеристики случайных переменных (5% 
квантили) по характеристикам распределения генеральной совокупности; 
 Строить гистограммы функций распределения случайных переменных; 
 Выполнять вероятностный расчет и получить характеристики распределения 
функции предельного состояния и других характеристик конструктивного 
железобетонного элемента; 
 Определять с заданной обеспеченностью характеристики распределения 
генеральной совокупности функции предельного состояния, момента 
трещинообразования, ширины раскрытия трещины, прогиба; 
 Построить  гистограмму распределения функции предельного состояния; 
 Выполнить разделение смеси Гауссовых распределений и оценить изменение 
индекса надежности (см. рисунок 3.6); 
 Рассчитать вероятность разрушения конструктивного железобетонного 
элемента при заданном распределении эффекта от внешнего воздействия; 
 Рассчитать индекс надежности конструктивного железобетонного элемента. 
 Представить область разрушения графически на графике объединенной 
функции распределения плотности вероятности (см. рисунок 3.5). 
 
 










Рисунок 3.5 – Графическое представление аппрксимации объединенной функции 
распределения плотности вероятности, графической интерпретации понятия 
индекса надежности, как ближайшей точки области разрушения 
 
 
Рисунок 3.6 – Повышение индекса надежности по результатам разделения смеси 








Выводы по главе 3 
В результате выполнения Задания разработано коммерческое программное 
обеспечение, реализующее полный нелинейный вероятностный расчет надежности 
конструктивного железобетонного элемента Бета 5.0 (с) 2017г. 
Разработаны программные модули идентификации параметров необходимых 
теоретических распределений, генераторов необходимых псевдослучайных 
последовательностей, реализующие Xor-Shift алгоритм с периодом 296, 
программные модули оценки критерия согласия Пирсона для нормального и 
логнормального распределения, EM-алгоритма разделения смеси Гауссовых 
распределений; 
Построен алгоритм анализа результатов статистического моделирования 
основанный на оценке критерия согласия Пирсона и проверке гипотезы о смеси 
Гауссовых распределений, разделении смеси при помощи EM-алгоритма на 
отдельные компоненты и оценке вклада в интегральный индекс надежности (оценку 










4 ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ПРОВЕРКА РАЗРАБОТАННЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ 
МОДЕЛЕЙ И АЛГОРИТМОВ КОНСТРУКТИВНОГО ЖЕЛЕЗОБЕТОННОГО 
ЭЛЕМЕНТА 
4.1 Верификация нелинейной модели по сечению нормальному к продольной 
оси 
Количественная оценка применимости деформационного метода расчета 
нормальных к продольной оси сечений каменных элементов, в том числе с 
армированием, выполнялась путем сопоставления рассчитанной прочности с 
прочностью по данным испытаний А.Г. Фигаровым столбов сечением 0,4х0,4м 
высотой 1,25м из камней азербайджанских месторождений [20]. Испытания А.Г. 
Фигарова выбраны для сравнения в связи с достаточно обширной программой, 
включающей в себя: 
- центральное сжатие неармированной кладки на растворах разной прочности; 
- внецентренное сжатие неармированной кладки на растворах разной 
прочности; 
- центральное сжатие кладки с сетчатым армированием с процентами от 0,27 
до 1,09 и размерами ячеек от 30 до 120мм; 
- внецентренное сжатие кладки с одиночным продольным армированием из 2 
стержней Ø11мм с пределом текучести 320МПа и 7 стержней Ø12мм с пределом 
текучести 283 МПа.  
Характеристика испытанных каменных элементов и отдельные результаты, 
см. таблица 4.1. Закон сохранения плоскостности сечений в целом сохранялся, что 
подтверждалось замером деформаций в плоскости действия момента на разных 
этапах нагружения [8].  
 














































0Е , МПа 
С1 1:0,3:4 55,6-75,9 - - 4,15 4002 
С2 1:0,7:6,5 19,5-35,3 - - 4,24 2609 
С3 1:12:16 7,5-12,5 - - 3,85 2161 
С4 1:0,3:4 36,6-55,8 
0,119 
(2Ø11мм) 
- 4,15 4002 
С5 1:0,3:4 38,5-59,7 
0,495 
(7Ø12мм) 








С6 1:0,3:4 81 - 0,27 4,56 5199 
С7 1:0,3:4 72 - 0,656 4,58 3855 
С8 1:0,3:4 42 - 1,09 4,81 3071 
* - предел прочности камня во всех сериях принят постоянным 
2
1 /48 смкгR  . 
 
 Закон деформирования каменной кладки задавался в программе «Бета 4.2» в 
режиме «Произвольные диаграммы», см. рис. 4.1. Относительные деформации на 
уровне нагрузки N/Nu = 0.9 определялись по зависимости, рекомендованной 
автором в [20] ε0.9=(3− √R216 )∙10−3 (R2 в 
2/ смкг ), деформации в пиковой точке ε0.9 ×
1.1. Предельные деформации кладки при сжатии приняты по [19]  εmu=−0.0035, 
арматуры при растяжении εs=−0.01.  
В результате проведенного расчета получены: 
- прочность неармированных сечений Nsd,calc, см. таблица 4.2; 
- прочность армированных сечений Nsd,calc, см. таблица 4.2; 
- характер распределения напряжений по сечению.  
 



















0 667 667 1,00 
0,93 
h/12 592 519 0,88 
h/6 512 412 0,80 
h/3 276 207 0,75 
С2 
0 685 679 0,99 
h/12 577 494 0,86 
h/6 446 401 0,90 
h/3 217 202 0,93 
С3 
0 602 617 1,02 
h/12 512 445 0,87 
h/6 425 361 0,85 
h/3 191 182 0,95 
С4 
h/6 523 485 0,93 
h/2 238 278 1,17 
h 124 131 1,06 
С5 
h/6 488 445 0,91 
h/2 336 276 0,82 
h 206 175 0,85 
С6 0 694 628 0,91 
С7 0 697 699 1,00 
С8 0 731 724 0,99 













Рисунок 4.1 - а) Диаграммы деформирования арматуры с пределом текучести 
320МПа и каменной кладки на растворе с объемной дозировкой (цемент : известь : 
песок) 1 : 0.3 : 4, б) распределение напряжений в сечении каменного элемента с 
продольным армированием 
 
4.2 Анализ результатов экспериментально-теоретических исследований 
изгибаемых железобетонных элементов, усиленных в зоне среза  
Исследования проводились на опытных образцах в виде балок 
прямоугольного поперечного сечения 175мм(b)x400мм(h), 100мм(b)x400мм(h) и 
200мм(b)x400мм(h) длиной 3м, усиленных под нагрузкой и в ненагруженном 
состоянии. В качестве варьируемых параметров при проведении эксперимента были 








образцов при усилении (от начального уровня нагрузки, определяемого их 
собственным весом и весом испытательного оборудования, до уровня, 
соответствующего 79% от разрушающей нагрузки, т.е. близкой по величине к 
эксплуатационной нагрузке). 
В ходе исследований было испытано четыре серии опытных образцов, по 3 
или 4 образца в каждой серии. 
 










































































































































































































































Б-1-2 176x400 176x400 112 S240, 
sad=150 
97,2МПа V=0 
Б-1-3 176x400 176x400 114,3МПа V=0.71VR 
II 




Б-II-2 176x400 176x400 112 S240, 
sad=150 
98,1МПа V=0 
Б-II-3 175x399 175x399 98,5МПа V=0.57VR 
III 





Б-III-2 176х400 176х400 112 S240, 
sad=150 
96,5МПа V=0 
Б-III-3 174х401 174х401 108,4 МПа V=0.49VR 
IV 
Б-IV-1 100х400 100х400 
14 S400, 
s=150 




Б- IV-2 100х400 200х400 24 S400, 
sad=150 
- V=0 
Б- IV-3 100х400 200х400 - V=0.79VR 
Б- IV-4 200х400 200х400 
34 S400, 
s=150 
- - - 
VR – поперечное усилие, соответствующее прочности эталонного опытного образца для серии 
 
Для сопоставления с результатами экспериментальных данных расчет 
прочности усиленных в зоне среза опытных образцов производился по методу 
предельных равновесий (по наклонной трещине) [СНБ], методу ферменной 
аналогии [61], а также по предлагаемому методу (Глава 3). Результаты расчета и их 










Таблица 4.4 – Сопоставление результатов расчета поперечного усилия Vth, 






























Б-I-1 283.3 281.05 1.01 50.34 5.63 267.3 1.06 
Б-I-2 482.8 398.01 1.21 143.44 3.37 465.5 1.04 
Б-I-3 460.8 398.01 1.16 143.44 3.21 445.3 1.03 
Б-II-1 244.5 252.5 0.97 50.34 4.86 236.3 1.03 
Б-II-2 351.4 351.74 1.00 143.44 2.45 363.2 0.97 
Б-II-3 335.6 351.74 0.95 143.44 2.34 348.5 0.96 
Б-III-1 184.8 224.5 0.82 50.34 3.67 176.3 1.05 
Б-III-2 315.6 323.7 0.97 143.44 2.20 290.9 1.08 
Б-III-3 295.4 323.7 0.91 143.44 2.06 276.4 1.07 
Б-IV-1 71.12 72.7 0.98 12.64 5.63 64.4 1.10 
Б-IV-2 127.53 147.2 0.87 37.92 3.36 125.6 1.02 
Б-IV-3 129.98 147.2 0.88 37.92 3.43 121.3 1.07 
Б-IV-4* 112.81 159.6 0.71 37.92 2.97 132.6 0.85 
Примечание: 
*) отрыв двух стержней поперечной арматуры в месте точечной сварки с продольной 
арматурой  
 
Анализ результатов расчёта прочности изгибаемых железобетонных 
элементов, усиленных в зоне среза, по предлагаемой методике и их 
сопоставление с экспериментальными данными показывает удовлетворительную 
сходимость (отклонения теоретических значений поперечной силы, 
соответствующих прочности элемента от соответствующих опытных не 
превышает 10%). 
Следует отметить, что в опытных образцах, усиленных в зоне среза путем 
установки дополнительной предварительно напряженной арматуры под нагрузкой, 
наклонные трещины, согласно условиям эксперимента, появлялись до усиления. 
Результаты расчета величины поперечного усилия при образовании наклонных 
трещин в опытных образцах и их сопоставление с опытными значениями 









Таблица 4.5 – Сопоставление результатов расчета поперечного усилия Vcr,th, 
соответствующего образованию наклонных трещин в опытных образцах,  с 
















Б-I-1 102.5 57.2 1.79 86.2 1.19 
Б-I-2 137.6 75.2 1.83 121.3 1.13 
Б-I-3 108.3 58.1 1.86 87.3 1.24 
Б-II-1 69.2 48.3 1.43 68.9 1.00 
Б-II-2 128.1 54.2 2.36 114.9 1.11 
Б-II-3 78.6 47.9 1.64 73.4 1.07 
Б-III-1 59.9 32.9 1.82 50.3 1.19 
Б-III-2 107.3 39.4 2.72 88.4 1.21 
Б-III-3 58.3 33.1 1.76 48.2 1.21 
Б-IV-1 41.9 27 1.55 41.8 1.00 
Б-IV-2 38.2 33.1 1.15 40.6 0.94 
Б-IV-3 39.5 33.1 1.19 40.6 0.97 
Б-IV-4 82.9 53.5 1.55 79.4 1.04 
 
Предлагаемая методика учета предварительного напряжения дополнительной 
поперечной арматуры позволила получить ее удовлетворительную сходимость 
(отклонения теоретических значений поперечной силы, соответствующих 
образованию наклонных трещин от соответствующих опытных не превышает 24%) 
с результатами эксперимента. 
Для сопоставления с результатами эксперимента расчет ширины раскрытия 
наклонных трещин в опытных образцах производился по нормативным документам  
[СНиП], а также на основе деформационной модели расчета, реализованной в 
предлагаемой методике с учетом принятой предпосылки о том, что в случае 
усиления элемента после образования в нем наклонных трещин, расстояние между 
ними после усиления принимается равным расстоянию между наклонными 
трещинами до усиления. Результаты сопоставления опытных и расчетных значений 














Таблица 4.6 – Сопоставление результатов расчета ширины 
раскрытия наклонных трещин wth  в опытных образцах с 















Б-I-1 0.12 0.14 0.86 0.1 1.20 
Б-I-2 0.14 0.16 0.88 0.14 1.00 
Б-I-3 0.24 0.16 1.50 0.19 1.26 
Б-II-1 0.08 0.13 0.62 0.12 0.67 
Б-II-2 0.1 0.17 0.59 0.09 1.11 
Б-II-3 0.7 0.17 4.12 0.26 2.69 
Б-III-1 0.24 0.15 1.60 0.15 1.60 
Б-III-2 0.22 0.21 1.05 0.19 1.16 
Б-III-3 0.8 0.21 3.81 0.39 2.05 
Б-IV-1 0.14 0.13 1.08 0.13 1.08 
Б-IV-2* 0.16 0.09 1.78 0.11 1.45 
Б-IV-3* - 0.09 - 0.05 - 
Б-IV-4 0.15 0.11 1.36 0.14 1.07 
*) ширина раскрытия наклонных трещин в усиленных образцах   
определялась в дополнительном бетоне усиливающей части сечения 
 
Анализ результатов расчета ширины раскрытия наклонных трещин и их 
сопоставление с экспериментальными данными показывает приемлемую сходимость 
предлагаемой методики по сравнению с использованием методики расчета СНиП. 
 
4.3 Анализ результатов экспериментального исследования опытных 
фрагментов предварительно напряженных многопустотных плит 
безопалубочного формования в составе платформенных стыков 
Сопоставление экспериментальных зависимостей «изгибающий момент – 
угол поворота» фрагментов плит ПС-1 и ПС-2 с расчетными зависимостями, 
полученными по алгоритму, изложенному в главе 3, на основе результатов 
испытаний опытных образцов в виде выдергивания предварительно напряженной 
проволочной арматуры из бетонных призм с прижатием вертикальным усилием 











Рисунок 4.2. – Сопоставление экспериментальных зависимостей  
«изгибающий момент – угол поворота» фрагментов плит ПС-1 и ПС-2 с расчетными 
зависимостями 
 
Сопоставление экспериментального максимального значения изгибающего 
момента с расчетным значением для опытных фрагментов предварительно 
напряженных многопустотных плит безопалубочного формования  
в составе платформенных стыков ПС-1 и ПС-2 приведено в таблице 4.7.  
 
Таблица 4.7. – Сопоставление экспериментального максимального значения 





uM , кН⋅м 
clc








ПС-1 26,8 24,66 1,09 
ПС-2 30,7 28,36 1,08 
ПС-3 30,3 29,8 1,02 
ПС-4 69,7 63,64 1,1 
ПС-5 220,1 236,4 0,93 









Расчетное составное поперечное сечение многопустотной плиты перекрытия 
после установки дополнительной надопорной арматуры и замоноличивания пустот в 




Рисунок 4.3. – Окно программы расчета с расчетным составным поперечным 
сечением многопустотной плиты перекрытия после установки дополнительной 
арматуры и замоноличивания пустот с нормальными напряжениями в верхней и 
нижней арматуре и бетоне 
 
Сопоставление экспериментальных зависимостей «изгибающий момент – угол 
поворота» фрагментов плит ПС-3 и ПС-5 с расчетными зависимостями, 










Рисунок 4.4. – Сопоставление экспериментальных зависимостей «изгибающий  
момент – угол поворота» фрагментов плит ПС-3 и ПС-5 с расчетными 
зависимостями 
 
Сопоставление экспериментальных и расчетных изгибающих моментов при 




Выводы по главе 4 
Выполнена экспериментальная проверка нелинейных моделей и алгоритмов 
путем сопоставления с данными испытаний железобетонных и каменных 
конструкций, выполняемых ИИЦ Полоцкого государственного университета 
(Аттестат аккредитации BY/112 02.1.0.0826 на соответствие требованиям СТБ 
ИСО/МЭК 17025). 
Экспериментально подтверждена достоверность предлагаемых нелинейных 
методов и алгоритмов расчета прочности и трещиностойкости конструктивных 
железобетонных элементов, учитывающая начальное напряженно-деформированное 
состояние железобетонных и каменных элементов, предварительное напряжение 
дополнительной поперечной арматуры, различные физико-механические и 
геометрические характеристики, а также полную комбинацию внутренних усилий для 









В ходе проведенных исследований по теме в 2016 году получены следующие 
результаты: 
4. Разработан метод статистического моделирования конструктивного 
строительного элемента, основанный на применении нелинейных моделей 
наиболее опасных участков работы строительной конструкции расчете 
напряженно-деформированного состояния элемента под нагрузкой, с учетом 
вероятностных свойств значимых параметров; 
5. Разработан алгоритм нелинейного расчета напряженно-деформированного 
состояния строительного элемента по сечению, нормальному к продольной 
оси, применимый для расчета сложносоставных и каменных конструкций, в 
том числе армированных, предварительно напряженных и усиленных под 
нагрузкой; 
6. Разработан алгоритм нелинейного расчета железобетонного элемента в 
области действия перерезывающих сил, основанный на оценке 
распределения продольных и тангенциальных деформации по методу двух 
сечений, отличающийся применением нескольких стратегий поиска решения;  
7. Разработан алгоритм нелинейного расчета растянутого блока между 
трещинами нормального отрыва с учетом закона сцепления арматуры с 
бетоном; 
8. Разработаны программные модули идентификации параметров необходимых 
теоретических распределений, генераторов необходимых псевдослучайных 
последовательностей, реализующие Xor-Shift алгоритм с периодом 296, 
программные модули оценки критерия согласия Пирсона для нормального и 
логнормального распределения, EM-алгоритма разделения смеси Гауссовых 
распределений; 
9. Построен алгоритм анализа результатов статистического моделирования 
основанный на оценке критерия согласия Пирсона и проверке гипотезы о 
смеси Гауссовых распределений, разделении смеси при помощи EM-
алгоритма на отдельные компоненты и оценке вклада в интегральный индекс 
надежности (оценку вероятности разрушения элемента) каждой компоненты 
смеси;  
10. Разработано программное обеспечение полного нелинейного вероятностного 
расчета конструктивного железобетонного элемента Бета 5.0. Выполнена 
экспериментальная проверка нелинейных моделей и алгоритмов путем 
сопоставления с данными испытаний железобетонных и каменных 
конструкций, выполняемых ИИЦ Полоцкого государственного университета 
(Аттестат аккредитации BY/112 02.1.0.0826 на соответствие требованиям 
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